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Analysis 11 Kapitel 1

1 Trigonometrische Funktionen

1.1 Einige Wiederholungen

sin

M (cos(a) ;sin(a))

T(1;tan(a))

Die trigonometrischen Funktionen werden mit Hilfe des Einheitskreis (Kreis mit Radius 1) de-
finiert. Sei M ein Punkt des Kreises, dann gilt:

e Der Kosinus von «, geschrieben cos(«), ist die erste Koordinate des Punktes M.
e Der Sinus von «, geschrieben sin(«), ist die zweite Koordinate des Punktes M.

e Die Tangens von «, geschrieben tan(«), ist die zweite Koordinate des Punktes T'.

Eigenschaften.
e sin(a)? + cos(a)? =1

sin(a)

o tan(a) =

~—

cos(a
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Kapitel 1 Analysis 11

Wichtige Winkelwerte

a (Gradmass) | a (Bogenmass) sin(a) cos(a) tan (o)

OO

30°

45°

60°

90°

180°

Graphen

Periode

e Die Sinuskurve besteht aus identischen Schwingunen der Lange 27 (360°). Das folgt unmittel-
bar aus der Definition am Einheitskreis. Die Sinus-Funktion ist also eine periodische Funktion
mit der Periode P = 27.

T
e Die Kosinuskurve entsteht aus der Sinuskurve durch eine Verschiebung um 5 nach links:

) T
cos(z) = sin (:p + 2)
Daher ist die Cosinus-Funktion auch eine periodische Funktion mit der Periode P = 27.

e Der Graph der Tangensfunktion besteht aus identischen Schwingunen der Linge 7 (180°). Die
Tangens-Funktion ist also eine periodische Funktion mit der Periode P = 7.

3M 2 ExrC



Analysis 11 Kapitel 1

1.2 Graphen

Beispiel. Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f(x) = 3sin <§) und geben Sie deren

Periode an.

ErC 3 3M



Kapitel 1 Analysis 11

1
Beispiel. Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f(z) = —3 cos(z + ) und geben Sie deren

Periode an.

Aufgabe 1.1. Skizzieren Sie den Graphen folgender Funktionen.

2) fa)=2cos ) ) 0) = —sn (a+7)

o) flz) = %cos(&’v) d) f(z) = sin (x _ g) +1

Aufgabe 1.2. Welchen Graphen gehort zu welcher Funktion ?

™

a) f(z) = sin <33 - 2) b) f(x) = 2cos(3z + )

T ™

¢) f(x) = — cos (2 - 3) d) f(z) = —2sin(3z — 1)

3M 4 ExrC
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1.3 Trigonometrische Gleichungen

Um eine trigonometrische Gleichung zu 16sen kann der Einheitskreis oft sehr hilfreich sein.

Beispiel. Losen Sie folgende Gleichungen.

a) sin(z) = %
b) cos(z) = \f
c) tan(z) =4

ErC 5 3M
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27 1
d e+ — | ==
)cos(a:+3> 5

Aufgabe 1.3. Losen Sie folgende Gleichungen.

Von a) bis f) im Gradmass, und von g) bis 1) im Bogenmass.

a) cos(x) = —%

c) tan(z) = —0,754

x
tan (= | =
e) an<2> 5,3
1
g) sin<x+7r>=
4 2

1
i) sin <2x W) ==
3

w

k) 3tan(2z +7) =+/3

b) sin(3z) = 0,829

d) cos(—z)=—1,43

f) sin(—x) = _\g?:
h) cos(m—g) +1:g

j) 4cos(z+7) =23

1) tan<§>+1=0

Beispiel. Losen Sie folgende Gleichungen.

. 1
a) sin?(x) = 1

3M
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b) 4cos?(x) —4cos(x) —3 =0

c) 3sin?(x) + cos?(x) —2=0

Aufgabe 1.4. Losen Sie folgende Gleichungen, wenn moglich im Bogenmass, sonst im Grad-

mass.

a) cos?(z) =1

c) 2sin?(z) —5sin(z) +2=0
e) 2cos?(x) —sin(z) =1

g) tan’(z) =3

i) tan?(z) + 2tan(x) = -1

k) tan?(z) =1

b) sin?(x) = %
d) 2cos?(x) —3cos(x) +1=0

f) 5sin(z) = 6cos?(z)
h) sin?(z) = Z
j) 3sin?(x) +8cos(xz) +1 =0

1) sin?(z) = cos?(z)

ErC
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1.4 Ableitungsregeln

Wir kénnten, wie im Kapitel 4 des 2. Jahres, die Ableitungen der trigonometrischen Funktionen
mithilfe der folgenden Formel berechnen:

) — g L) @)

T—a T —a

Wir werden aber zuerst einen Graphen beniitzen, um die Ableitung der Funktion f(z) = sin(x)
zu bestimmen. Wir werden hierunten die Ableitung skizzieren. Man sucht also markante Stellen,
an denen die Tangentensteigung gut ablesbar ist. Man zeichnet also in manchen Punkte eine
Tangente und tragt deren Steigung als Funktionswert f’ in ein neues Koordinatensystem ein.

Ahnliche Verfahren wiirden es erméglichen, die Ableitung der Kosinus- und Tangensfunktion zu
finden.

Die Ableitungsregeln der trigonometrischen Funktionen lauten:
8. Regel: f(z) = sin(x) = f'(x) = cos(x)
9. Regel: f(z) = cos(x) = f(x) = —sin(x)
10. Regel: f(x) = tan(z) = f'(z) = tan?(z) + 1
1
o) —
oder f'(x) = cos2(2)

3M 8 ErC
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Beispiel. Bestimmen Sie die Ableitungen folgender Funktionen:

a) f(x)=3cos(x)

b) f(x) =sin(z) - cos(z)

c) f(z)=ux-tan(z)+ 22

d) f(x) = cos(3x?)

sin(x)

£ flz)=sin(a)

ErC 9 3M
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Aufgabe 1.5.
Wie oft muss man die Funktion f(z) = sin(x) ableiten, um wieder f zu erhalten ?

Aufgabe 1.6. Bestimmen Sie die Ableitungen folgender Funktionen.

a) f(x)=sin(z) + cos(x) b) f(x) =22 cos(x)

¢) f(x) = cos(x) — 2tan(z) d) f(z) = tm;(x)

&) fla) = ) SR ——_—
1+ cos(z) sin(z) + cos(z)

g) f(z) = tan(3x) h) f(z) = cos(z?)

i) f(x) = cosd(x) §) f(@)=w-sin @

1,2
k) f(z)=sin(2z +5) D) f(x) = cos (4)
m) f(z) = (¢ +1) - sin(z?) n) f(ﬂf)_sinl(x)

Aufgabe 1.7. Beweisen Sie, dass (tan(z)) = = tan?(z) + 1.

cos?(x)

Aufgabe 1.8. Bestimmen Sie die Tangente an den Graphen von f im Punkt P:

a) f(x)=sin(z) — %x in P (;T’f (g))

b) f(x) =z cos(x) in P(m; f(m)).

Aufgabe 1.9. Fir welche Werte von x hat der Graph von f(x) = sin(z) dieselbe Steigung wie
die Gerade, die durch die Punkte A(1;4) und B(—1;3) verlduft ?

Aufgabe 1.10. Bestimmen Sie fiir den Graphen von f(z) = 4 - cos(z) + 2z die Punkte mit
waagerechten Tangenten im Intervall [0; 27].

3M 10 ErC
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1.5 Extremwertaufgaben mit trigonometrischen Funktionen

In dieser Sektion werden wir dasselbe Verfahren brauchen, wie bei den Extremwertaufgaben im
2. Jahr.

Beispiel. Eine Dachrinne entsteht, indem man auf jeder Seite ein Drittel eines langen, 30 cm
breiten Zinkblechs umklappt. Wie muss der Winkel o gewéahlt werden, damit die Rinne moglichst
viel Wasser auffangen kann?

<— 10cm 10 cm 10 cm

ErC 11 3M
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Aufgabe 1.11. Ein Rechteck wird in einen Halbkreis mit Diameter 2cm einbeschrieben. Finden
Sie «, so dass der Flicheninhalt des Rechtecks so gross wie moglich wird.

Aufgabe 1.12. Ein gleichschenkliges Dreieck ABC ist in einem Kreis mit Radius 1 einbeschrie-
ben. Fir welchen Wert von « ist der Flacheninhalt des Dreiecks maximal 7
Hinweis: arbeiten Sie im Dreieck OCB

Aufgabe 1.13. Der Wichter eines Leuchtturms (Punkt A) muss so schnell wie moglich zum
Kiistenhaus (Punkt B). Mit dem Boot ist er 4 kmh schnell unterwegs, und zu Fuss geht er mit
einer Geschwindigkeit von 5 kmh.

Da die Kiiste als geradlinig angenommen wird, bestimmen Sie den Winkel o und dann die
Position des Anlegepunktes (Punkt P), damit die Fahrzeit minimal ist.

15 km

9 km

3M 12 ErC
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Aufgabe 1.14. Ein Wanderer beginnt am Punkt A, der sich am Ufer eines kreisféormigen Sees
mit dem Durchmesser 2 km befindet, und mdéchte so schnell wie moéglich den diametral gegen-
tiberliegenden Punkt C erreichen. Er kann zu Fufl mit einer Geschwindigkeit von 4 km/h oder
mit einem Ruderboot mit einer Geschwindigkeit von 2 km/h gehen. In welchem Winkel zum
Durchmesser muss er sein Boot ausrichten?

Aufgabe 1.15. Aus vier quadratischen Brettern mit einer Seitenlénge von 10 dm wird an einer
Hauswand eine Hundehiitte gebaut.
Bestimmen Sie den Winkel «, damit das Volumen der Hundehiitte maximal wird.

[T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
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Kapitel 2 Analysis 11

2 Exponential- und Logarithmusfunktionen

2.1 Einige Wiederholungen aus dem 2. Jahr

Bevolkerungswachstum, Kapitalzuwachs und Inflation sind Beispiele fiir die Verwendung von
Exponentialfunktionen.

Im zweiten Jahr hatten wir die Gelegenheit, mit Formeln zu arbeiten, die einen Exponential-
ausdruck enthalten. In diesem Kapitel werden wir uns mit demselben Begriff in funktionaler
Form befassen. Wir werden dieses Kapitel mit Kurvendiskussionen von Exponentialfunktionen
abschliessen.

Ein paar Rechenregeln, die Sie fiir e* und In(z) kennen miissen

firzundy € ... firzundy e ...
e’ - eV = etV < | In(z-y) =In(z) + In(y)
< er Y — ln<$> = In(z) — In(y)
ey ]
()Y = e*Y < In(z™) =n - In(x)

Was wissen Sie iiber die Definitionsmenge, die Nullstellen und den Graphen von
f(z)=¢e" und f(x) =In(z) ?

3M 16 ErC
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2.2 Definitionsmenge, Nullstellen und Vorzeichentabelle

Beispiele. Losen Sie folgende Gleichungen:

a) In(x—2)=14 b) et =5

¢) In(z +3) = In(2z +7) d) In (;ji)

Aufgabe 2.1. Bestimmen Sie jeweils die Definitionsmenge und 16sen Sie folgende Gleichungen.

a) In(z) =1 b) In(z) =0 c) In(x —4) =4
d) In(z?) =0 e) e*B =5 f) 2271 = —8
g) In(2z) —In(5z —8) =0 h) In <5x2f 8) =0 i) /10 =7

J) e’ =14

ErC 17 3M
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Beispiel. Bestimmen Sie fiir die folgende Funktion die Definitionsmenge, die Nullstellen und

machen Sie eine Vorzeichentabelle:

Aufgabe 2.2. Bestimmen Sie bei den folgenden Funktionen jeweils die Definitionsmenge und
die Nullstellen, und machen Sie eine Vorzeichentabelle.

a) f(z) =1n(2 — 42)

o) @)=l (1)

1—=x

21

6:17

e) fla) ="

g) f(z) = (x +3)e'/*

b) (2) = s
@) fa) = 1

f) flx) = Ve

h) f(z) = 553

3M
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2.3 Ableitung

Wie wir es im zweiten Jahr gemacht hatten, sollten wir die Formel:

i (e — F@) =@

r—a Tr—Qa

anwenden, um die Ableitung der Exponential- und Logarithmusfunktionen zu berechnen. Wir
werden in dieser Sektion aber nur die Ableitungsregeln anwenden.

1. Regel : f@)y=e =  fllr)=e
2. Regel: fz) =In(z) =  fl(z)= %
3. Regel: flo)=e"@ = f(z)=e"® /()
4. Regel: f@) =) = fla)= Z((;))

Beispiele. Berechnen Sie die Ableitung folgender Funktionen:

a) f(z) =™

b) f(z) = (2® +a+1)e™™

¢) f(w) = e7T

ErC 19 3M
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d) f(z) = In(5z)

e) f(z) = In(2z?)

f) f(ﬂﬁ):m

Aufgabe 2.3. Bestimmen Sie die Definitionsmenge, die Nullstellen und die Ableitung folgender
Funktionen.

a) f(z) =™ b) f(z) = e
c) fla)=e'/" d) f(z) = In(—4z + 5)
e) f(z) = In(a® — x) f) f(a) = a?e!/*

B B In(z) — 2
g) f(CU) = w(ln(x) - 1) h) f(x) = m

i) f(z) = e* — 3e® +2

Aufgabe 2.4.

a) Sei die Funktion f(x) = e” +3x. Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an den Graphen
von f im Punkt P(1;y).

b) Sei die Funktion f(z) = In(x). Zeigen Sie, dass die Tangente an den Graphen von f im
Punkt Q(e;y) durch den Ursprung verlauft.

3M 20 ErC
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Aufgabe 2.5. Die Lungenkapazitit einer Person (abhingig von ihrem Alter t) ist durch die

folgende Funktion gegeben:
_ 110(In(t) — 2)

t
t entspricht dem Alter in Jahren, und es gilt ¢ > €.

K(t)

a) Berechnen Sie die Lungenkapazitit fir eine zehn-, zwanzig-, dreissig- und siebzigjiahrige
Person.

b) Berechnen Sie das Alter, in dem die Lungenkapazitét einer Person am grossten ist.

Aufgabe 2.6. In welchen Punkten P(xg; f(z¢)) und Q(xo; g(x)) haben die Graphen von f und
g parallele Tangenten ?

a) f(z) =€ g(z) =2 b) f(x) =Ve -z g(z)=e" -2

2.4 Grenzwerte
2.4.1 Einige Wiederholungen aus dem zweiten Jahr

Beispiel. Berechnen Sie folgende Grenzwerte:

a) i 3x2 + 5x — 2
im ————————
e—o0 120% — 423 + 4

322 + b5x — 2
b) lim . "<
) o et

lim f(z) =00
d) Zabl = e lim f(x) g(z)= e lim /(@) =
lim g(z) =00 z—Zahl a—Zahl g(x)
x—Zahl
lim f(z)=0
e) @rZahl = e lim f(x) g(z)= e lim @) =
lim g(x)=0 2—7Zahl e—Zahl g(z)
x—Zahl
lim f(x) =00 f(2)
x—Zahl — : . — 3 —
f) lim ¢g(z)=0 } .xilghl f@)-g(z) .a:—lgzr{alhl g(x)
r—Zahl
lim f(z) =
g) @rZahl = e lim f(x) g(z)= e lim @) =
h%nhl g(x) =00 w—Zahl e—Zahl g(z)
r—La.

Es gibt also Situationen, wo der Grenzwert unbestimmt ist:

ErC 21 3M
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2.4.2 Grenzwerte mit ¢ und In(z)

In dieser Sektion méchten wir folgende Grenzwerte berechnen:
x n

e A
Iim — und lim — firallen €N
z—+oo ™ z——+oo et

Erster Fall: n = 1 und 2: Erginzen Sie mit Hilfe vom Graphen folgende Grenzwerte:

Man stellt fest, dass e® schneller wichst als  und z2.

Wird sich das mit 2% auch bestétigen ?

Zweiter Fall: n = 3:

Welche dieser beiden Funktionen wachst am schnellsten ?

Dritter Fall: n=10: Erginzen Sie folgende Grenzwerte mit Hilfe vom Graphen:

Ay
6x10" ¢ y=e® —
em
e i — =......
Jim
4% 101 1
2% 101 1 210
— 10 o 1 T T/ i e
Yy 4y - x—%r—&{loo et
10 20 30 40 T
Bemerkung. Die Funktion wachst also schneller als alle Funktionen der Form

3M 22 ErC
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Schauen wir jetzt, ob etwas &hnliches fiir die Funktion In(z) gilt.

Bemerkung. Die Podestregel kann man folgenderweise anwenden:

T n

T

lim — =4 lim =— =0t
r—+oo T r—+oo e¥
1 n
lim &) _ g+ im —— = 400
z—+too " z—+oo In(x)

ErC 23 3M
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Beispiel. Berechnen Sie folgende Grenzwerte mit Hilfe der Podestregel.

a) lim 2 e
T—~400

b) lim

z——o00 g2

c) lim z-e'/*

z—04
N
d) lim —
z—+oo 4x

—x

Aufgabe 2.7. Berechnen Sie folgende Grenzwerte.

1
a) lim nga:)
r—+oo eT

d) lim e®ln(—x)

T—r—00

lim el/%22
g) z—0t

lim e ®In(z?)

c) lim e "z
T—r—00

f) 1l
) zi%l* 2

3M
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Bemerkung. Hier sind noch zwei Formeln, die sehr praktisch sind, um Grenzwerte mit Exponential-

und Logarithmusfunktionen zu berechnen:

o lime/(®) = lm/@

+ lim n(f(x)) =1n (Jim f(x))

Beispiel. Berechnen Sie folgende Grenzwerte:

. _ 3xz+4
a) lim e =2
T—r+00

T+ 2

T—r—00

3 —2
b) lim In <W>

Aufgabe 2.8. Berechnen Sie folgende Grenzwerte:

22— 3z +2
a) lim e* b) lim e 22
Tr—+400 Tr—+00
2 322 + 2
c) lim e«*-5 d) lim e 2
T——+00 T——00
322 — 3z +2 1
e) lim In (W) f) lim In ()
T—+00 x4 —bHxr + 2 z——+00 T

ErC 25
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2.5 Kurvendiskussion

Die Kurvendiskussion einer Exponentialfunktion erfolgt auf die gleiche Weise wie die Kurven-
diskussion von Polynomfunktionen oder rationalen Funktionen. Es ist jedoch zu beachten, dass

1. Wir werden keine schiefe Asymptoten suchen, da man die Polynomdivision im Fall der
Exponentialfunktionen nicht durchfithren kann.

2. Es kann zwei verschiedene horizontale Asymptoten geben. Um diese zu finden, muss man
folgendes berechnen:

o die eventuelle HAL mit EIP f(x)

o die eventuelle HAR mit lim f(z)
r—+00

3. Anders als bei rationalen Funktionen kann der Graph einer Exponentialfunktion abrupt
an einem Punkt beginnen, den wir als Grenzpunkt bezeichnen.

3M 26 ErC
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z2+zf2
Beispiel. Fiihren Sie eine Kurvendiskussion von f(x) = e 62=12 durch.

ErC 27 3M
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Aufgabe 2.9. Fiihren Sie eine Kurvendiskussion von f durch.

a) fx) =" b) f(z) = (2* — 6)e >
¢) f() = (6 — ) d) f(x) = e
o) f(a) = S5 e f) fa) = e

g) f(x) = (2:102 +3x)-e "

3M 28 ErC
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3 Integralrechnung

3.1 Einfiihrung

Die Berechnung des Flacheninhalts einfacher geometrischer Figuren wie Rechtecke, Polygone und
Kreise wird in den altesten bekannten mathematischen Dokumenten beschrieben. Der erste, der
neue Rechenmethoden entdeckte und damit wirkliche Fortschritte gemacht hat, war Archime-
des, der geniale griechischen Wissenschaftler. Mithilfe der Technik von Archimedes konnte man
Flachen berechnen, die von Parabeln und Spiralen begrenzt wurden. Jahrhunderts versuchten
mehrere Mathematiker, solche Flachen auf einfachere Weise mithilfe von Grenzwerten zu berech-
nen. Dennoch konnte man diese Methoden nicht verallgemeinern. Die wichtigste Entdeckung zur
allgemeinen Losung des Flacheninhaltproblems wurde unabhingig voneinander von Newton und
Leibniz gemacht, als sie feststellten, dass die Flache unter einer Kurve durch Umkehrung des
Ableitungsprozesses erhalten werden kann. Unser Ziel in diesem Kapitel wird es sein, die Fla-
che eines Bereichs unter einer Kurve y = f(x), die zwischen zwei vertikalen Geraden mit den
Gleichungen x = a und x = b begrenzt ist, berechnen zu kénnen.

Beispiel. Ein Auto fihrt zunéchst mit konstanter Geschwindigkeit, bremst dann gleichméissig
ab und beschleunigt danach unregelméssig. Im Diagramm ist seine Momentangeschwindigkeit
im Zeitintervall [0; 30] dargestellt. Damit lasst sich die in diesem Intervall zuriickgelegte Strecke
bestimmen.

25 + Geschwindigkeit v (in m/s)

20

151

10+

Zeit t (in s)

5 10 15 20 25 30 35 40

Bemerkung. Aus dem Beispiel folgt folgendes: Ist der Verlauf der lokalen (momentanen) An-
derungsrate einer Grosse durch einen Graphen oberhalb der x-Achse gegeben, so kann man die
Gesamténderung der Grosse in einem Intervall [a; b] als Flacheninhalt A zwischen dem Graphen
und der xz-Achse innerhalb des Intervalls deuten und dadurch ermitteln.

ErC 31 3M
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Beispiele. Berechnen Sie, fiir die drei gegebenen Funktionen, den Fldcheninhalt zwischen dem

Graphen von f und der z-Achse.

1. Fall: f(x)=h
AY

.

i) T1 T T3

2. Fall: f(z) = mx

41‘0 I T2 I3 x

3. Fall: f(z) =mxz+h

N/

Lo I Z2 3

Bemerkungen. Man bemerkt folgendes:
o Fiir f(x) =hist A(x) = hx

e Fiir f(z) = ma ist A(z) = ma?

e Fiir f(z) = ma + h ist A(z) = ima? + hx

e Wenn man A(x) ableitet, ist die Antwort jedes Mal f(z).
e Dadurch gilt folgendes:

3M 32
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3.2 Stammfunktionen und das unbestimme Integral

Definition. F ist eine Stammfunktion von f wenn gilt: F'(x) = f(x). Man schreibt

/f(a:)dx =F(x)+c¢

und die Menge aller Stammfunktionen heisst das unbestimmte Integral von f.

Beispiele. Bestimmen Sie jeweils eine Stammfunktion von f:
a) f(z) =2’

b) f(x) = 7o

Bestimmen Sie jeweils das unbestimmte Integral:

1

d) /\/de

e) /\5/21’73(“

f) /a:” dz

Aufgabe 3.1. Bestimmen Sie jeweils das unbestimmte Integral:

a) /4d:1: b) /Gxdx c) /iL'ng}
d)/;dx e)/Qxl/de f)/5x4da:

g) /\/Ed:n h) /5\3/:? dz i) /(2l’)3 dz

Aufgabe 3.2. Sind die beiden Funktionen F(z) = £(3z 4+ 4)? und G(z) = 32? + 42 Stamm-
funktionen derselben Funktion f(z) ?

Aufgabe 3.3. Finden Sie f(z), wenn man weiss, dass:

a) /f(x)d$:5a:2—3x—|—c
b) /f(ac)dx:x—i—i-c
c) /f(x)dx:\/f—i-c
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Die Suche nach einer Stammfunktion ist nicht immer einfach und auch nicht immer méglich.
Hier sind ein paar Beispiele von Stammfunktionen, die direkt aus den Ableitungsregeln folgen.

Ableitungsregeln Stammfunktionen

(f(z) £ g(x)) = @ [(f(x)*£g(x))dz = [ f(z)* [g(z) dx

4 3
x 3x

Beispiel: | — — — =

eispie /5 5 dz

(k- f@) = ® [k-f(x)de=k- [ f(x)da

Beispiel: [17-27° dx =

1

((F@)") = ® [(f@)"f(x) de = — = (f@)"" +ec
Beispiel: [ (322 4 5z — 1) - (62 + 5) dz =
(ef(w))’ — @ [el@. f(z) de=el®) 4 ¢
Beispiel: / 22e” dr =
: F@ g,
(1n (7)) = ® [y dr=mllf) +c
Beispiel: / 4;1 3 dzr =
(sin (f(:c))), = ©® [cos(f(z))- f'(z) dz =sin(f(z)) + ¢
Beispiel: [ - cos (z?) dz =
<cos (f(x))), = @ [sin(f(z))- f'(z) dz = —cos(f(z)) +¢

Beispiel: [sin (—z) do =
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Aufgabe 3.4. Bestimmen Sie jeweils das unbestimmte Integral:

a) [30% 4503 do b) [a(2s-4) do

o) [ola+3)w-3) du Q) [w+3)°

e) /(1_2;5)2 dz f) /(3x2+x)3(6x+1) dz
2) /x(4$2+3)4 dz h) /m dz

D [ \/?;T do DN ERE
Sy ) fua

0) [20cos(3a?) d p) /QSin(az)cos(x) dz

Aufgabe 3.5. Finden Sie die Funktion f, wenn man weiss, dass:

a) f'(z) =32% -4 und f(5) =54

b) fl(x) =5-= und  f(=2) = —f(2)

20 — 7
22— 2z —3
a) Erkldren Sie, warum man die Stammfunktion von f mit den bekannten Rechenregeln nicht
finden kann.

Aufgabe 3.6. Sei f(z) =

b) Finden Sie die Werte von a und b, so dass:

2r — 2 a b

@)= a3 orites

c) Finden Sie jetzt eine Stammfunktion von f.

d) Beweisen Sie, dass Fi(z) = In|z + 1| — L In|z — 3| 4 ¢ auch eine Stammfunktion von f ist.
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3.3 Das bestimmte Integral

In dieser Sektion mochten wir Fliacheninhalte, die durch
Kurven begrenzt sind, berechnen. Das bestimmte Integral
ermoglicht es, den Flacheninhalt zwischen einer Kurve,
der z-Achse und zwei vertikalen Geraden zu berechnen.

|
x

Die Idee ist die folgende: um den Inhalt der Fla-

che unter dem Graphen von f(x) tiber dem In- 4
tervall [ a ; b ] ndherungsweise zu bestimmen,
werden Rechtecke gleicher Breite einbeschrie-

ben; ihre Hohen ergeben sich jeweils als Funkti-
onswert an der linken Intervallgrenze. Die Lénge

von jedem Intervall ist Ax = b_Ta

Der Flacheninhalt von einem Rechteck ist also
gleich f(x;) - Ax.

Dann ist die Gesamtflache:

n—1

A%Zf(x,)Am a b

.

Natiirlich wird der Flacheninhalt pra-
ziser, wenn n grosser wird, da der
»Fehler bei jedem Rechteck kleiner
wird. Es ist dann natiirlich zu den-
K 444 ken, dass man den genauen Flachenin-

- halt findet, indem man unendlich viele
: Rechtecke braucht. Das heisst:

n—

1
A=l 2 g B

>
T

a b

Definition. Das bestimmte Integral der Funktion f(x) im Intervall [a;b] ist der Grenzwert

n—1

b
Dieser Grenzwert schreiben wir aber eher: / f(x)dz | (lies: Integral von f(z)dx von a bis b).
a

Die Zahlen a und b sind die untere und obere Grenzen und x ist die Integrationsvariable.
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Bemerkung. Der Grenzwert

n—

L b
i, 3 - ae = [ de

ist praktisch unbrauchbar (viel zu lange Berechnungen). Wenn man aber eine Stammfunktion
von f(x) kennt, dann kann man den folgenden Satz brauchen:

Satz. Hauptsatz der Integralrechnung: sei f stetig in dem Intervall [a;b]. Ist F' eine beliebige
Stammfunktion von f in diesem Intervall, dann gilt:

b
/a f(z) dz = F(b) - F(a)

Beispiele. Berechnen Sie die folgende Integrale:

4
a)/xdm
0
7
b)/ldx
2

1
c) / e " du
0

Aufgabe 3.7. Berechnen Sie folgende Integrale:

4 3
a) / 2% dx b) / 322 dz
1 0

5 g2 1323
—d d —d

c)/1 5 do )/0 . dz

2 2
e) / 203 =322 + o — 3 dx f)/ u? 41 du

0 -1

2 3 2
g)/ v3 — 3v dv h) 3i+4d$

_9 3 5

i) /Oﬂ sin(z) dzx J) /T; cos(2x) dx
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Aufgabe 3.8. Berechnen Sie folgende Integrale:
2 3
a)/(l—x)gdm b)/ V142 dx
0 0
c) /31—1 dz d) /%a: cos(z?) dz
1 22 a3 0

1 2
e) / xV1— 22 dz f) / e 2% dx
0 -3

-1 L 3z
— d h ——d
g) /,5 3z °F ) /0 (22 +1)3 v

3.4 Flachenberechnungnen mit dem Integral

3.4.1 Flache zwischen einem Graph und der x-Achse

Ya Der Inhalt A = Ay + Ay + Az der in der Fi-
gur gefiarbten Fldche zwischen dem Graphen

/\ y = f(x) von f und der z-Achse in den Grenzen x = a
undd x = d erhélt man nicht durch das Integral

f(x) dz; das Integral gibt den Wert der Fl&-

chenbilanz an, da es die Flachen A; und As ober-
halb der x-Achse positiv und die Fliche Ay un-
terhalb der x-Achse negativ zahlt. Da f in [a; b]
sowohl positive als auch negative Funktionswer-
A \b /AN te annimmt, muss man die Inhalte der Teilfli-

a WC dv G chen getrennt berechnen. Dabei ist zu beachten,

dass Flacheninhalte nie negativ werden koénnen.

In diesem Fall gilt also:

A:A1+A2+A3:/abf(x) dx—i—‘/bcf(x) dz +/cdf(a:) dz

Das generelle Vorgehen ist folgendes:
1. Bestimmen aller Nullstellen von f in [a;b].
2. Ermitteln des Vorzeichens der Funktionswerte f(z) in den Teilintervallen.

3. Berechnen der Inhalte der Teilflachen und Addieren der Werte.
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Beispiel. Gegeben ist die Funktion f(z) = 22 — 22. Berechnen Sie den Inhalt der Fliche, die
vom Graphen von f, von der z-Achse und den Geraden x = 0 und x = 4 begrenzt wird.

Aufgabe 3.9. Gegeben ist die Funktion f(z) = —22 4 2 + 6. Berechnen Sie den Inhalt der
Fléache, die vom Graphen von f, von der x-Achse und den Geraden x = —5 und x = 5 begrenzt
wird.

Aufgabe 3.10. Bestimmen Sie jeweils die Fldche, die der Graph der Funktion f mit der x-Achse
einschliesst.

a) f(v) =322+ 22 +5 b) f(z) = 6z + z? — 2

Aufgabe 3.11. f ist eine auf R definierte Funktion. Man weiss, dass f(z) = (ax?+bxr+4c)-e™ %,
mit a, b, c € R.

a) Finden Sie die Werte von a, b und ¢, in dem Sie
Informationen von dem gegebenen Graphen benut-
zen.

b) Zeigen Sie, dass F(z) = —4(2? 422 +2) e~ % eine
Stammfunktion von f(z) ist.

¢) Berechnen Sie den Fliacheninhalt zwischen dem
AR PR U PR S S S Graphen von f, der z-Achse, und den Geraden z = 0
1 23456 7387 und x = 2.
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3.4.2 Flache zwischen zwei Graphen

Beispiel. Berechnen Sie den Inhalt der Fliche zwischen den Graphen der Funktionen f(z) = 22

und g(z) = /.

Bemerkung. In diesem Beispiel haben wir den Flécheninhalt zwischen den beiden Graphen
mit der folgende Regel berechnet:

A = obere Fliche — untere Flache
Dazu gibt es der folgende Satz:
Satz. Gegeben sind zwei im Intervall [a;b] stetige Funk-
tionen f und g, und f(x) > g(x) Yz € [a;b]. Dann

berechnet man den Fldcheninhalt zwischen den Graphen
von f und g im Intervall [a;b] folgenderweise:

A= 11w ao— [ o) = [ 1) - gla) da |

Bemerkung. Diese Formel scheint sehr gut zu funktionieren, wenn die Graphen von f und
g oberhalb der x-Achse sind. Muss man die Formel dndern, falls f oder g negativ sind ? Die
Graphen hier unten zeigen, dass es nicht nétig ist !

Y,
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Aufgabe 3.12. Berechnen Sie den Inhalt der Fliache zwischen den Graphen der Funktionen f
und g.

a) f(z) =2® —4a +5 g(x) = -2 +2z+5

b) f(z) =2® — z* g(z) =2 — 22

Aufgabe 3.13. Berechnen Sie den Fliacheninhalt zwischen den Geraden z = 1, x = 2, dem

3 _
Graphen der Funktion f(x) = a

5— und ihren schiefen Asymptote.
x

Aufgabe 3.14.

Berechnen Sie den grauen Flacheninhalt.

Y
N
#l‘

Aufgabe 3.15. Berechnen Sie den Flécheninhalt zwischen den Geraden x =1, x =2, y = 3z

4
1
und der Kurve y = 3‘%7:
x
Aufgabe 3.16.
2
y=v2—=zx
Berechnen Sie den grauen Flicheninhalt. I \
>
Aufgabe 3.17.
2Y
y = sin(x)
Berechnen Sie den grauen
Flacheninhalt. >
x
\></ y = cos(z)

ErC 41 3M



Kapitel 3 Analysis I1

Aufgabe 3.18. Bestimmen Sie den Wert von k, mit k > 0.

k ko, 129
a)/x+9dm:28 b)/:): -3+ T7de = —
4 4 2
8 k k k
c)/—dx:4ln(2) d)/m2+x+1d:n:/:n2+3dx
2 X 0 0
Aufgabe 3.19. Bestimmen Sie a > 0, so dass die Kurve y = —%:1:3 + az mit der z-Achse im

ersten Quadranten eine Fléiche einschliesst, die gleich 6 ist.

Aufgabe 3.20. Bestimmen Sie m > 0, so dass die Fliache zwischen den Graphen der Funktionen

f(z) = —%2% und g(z) = ma gleich 9 ist.

Aufgabe 3.21. Man betrachtet den Graphen der Funktion f(z) = 2z — 2 im Intervall [0; 18].
Dieser Graphen schliesst mit der z-Achse eine Flédche ein. Bestimmen Sie den Wert von ¢ > 0,
so dass die Gerade = = ¢ diese Flache in zwei Teile mit gleicher Fléche teilt.

Aufgabe 3.22. Bestimmen Sie a > 0, so dass die Flidche zwischen dem Graphen der Funktion
2
f(z) = a* — % und der 2-Achse gleich 8 ist.
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3.5 Volumen

Ziel dieses Kapitels ist es, Ihnen eine der Anwendungen der Integralrechnung vorzustellen.
Gegeben ist eine auf dem Intervall [a;b] stetige Funktion f. Der Graph von f schliesst mit der
x-Achse und den Geraden x = a und x = b eine Fliche ein. Rotiert diese Flache um die x-Achse,
entsteht ein Dreh- oder Rotationskorper.

s}

S
SPp
7

i

Die Berechnung des Volumens V' dieses Rotationskdrpers K schliesst sich eng an das Verfahren
zur Bestimmung von Fldcheninhalten unter Graphen. Dabei wird [a; b] wieder in n Teilintervalle
gleicher Linge Az eingeteilt. Zu jedem Teilintervall gibt es einen Zylinder, dessen Volumen man
einfach berechnen kann. Damit erhilt man fir das Volumen von K die Summe :

V=S (@) Aa
k=1

Fir n — +o0o0 kann man das Volumen mit der folgenden Formel berechnen:

v=r ()
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Aufgabe 3.23. Die graue Fliache rotiert um die xz-Achse. Berechnen Sie das Volumen des Ro-
tationskorpers.

Yy Yy
A 3 b) y:x—l—l/

sy

-
[N
./

o
¥

0,5 U

a) Zeigen Sie, dass M(z;y) sich auf
dem oberen Halbkreis befindet, wenn

y = Vr?— a2

b) Bestimmen Sie damit die Funktion, die zu diesem Halbkreis entspricht und bestimmen Sie
die Definitionsmenge.

c) Berechnen Sie das Volumen der Kugel.
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Gegeben sind die auf dem Intervall [a;b] stetigen Funktionen f und ¢ mit f(x) > g(x). Ihre
Graphen schliessen mit den Geraden x = a und x = b eine Fldche vollstéindig ein. Rotiert diese
Flache nun um die z-Achse, so entsteht ein Rotationskorper, dessen dussere Form durch den
Graphen von f(x) geformt ist, dessen Innenraum, der hohl ist, aber durch die Rotation des
Graphen der Funktion g(z) bestimmt wird.

AY AY

4-

Fiir das Gesamtvolumen subtrahieren sich also die durch f und g bestimmten Rotationskorper:

Y Y Y

Dann gilt:

Beispiel. Die graue fliche hier oben ist durch f(z) = 2>+ 1 und g(z) = z definiert. Bestimmen
Sie das Volumen des Rotationskorpers.
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Aufgabe 3.25. Die graue Fliache rotiert um die xz-Achse. Berechnen Sie das Volumen des Ro-
tationskorpers.

a) 4Y b) 4Y
5 4
3
3
2 6 T VAL
C) yy_—x2—a:+12

y=a2—3x+8

<o
N/
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4 Losungen

Aufgabe 1.1.

Aufgabe 1.2.a) 3,b) 2,c) 4,d) 1
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Aufgabe 1.3. Fiir die ganze Aufgabe ist k € Z.
a) L ={120°+k-360°} U{240° + k - 360°}
b) L ={18,67° +k-120°} U {41,33° + k - 120°}
¢) L={-37,02°+Fk-180°}
d) L=go
e) L ={158,75° + k- 360°}
£) L ={60°+k-360°} U{—240° + k - 360°}
g) L={T+k 2rpU{3F +k 2r}
h) L={%+k 2rju{k-2r}
i) L:{%—l—k‘-w}u{%%—kz-w}
) L={=F+k-2nju{=" +k 27}
k) L:{_152“+k:-72r}
) L={%+k- 2r}
Aufgabe 1.4. Fiir die ganze Aufgabe ist k € Z.
a) L={k- m}
b) L:{Z+k-g}
¢) L={E+k 2r}U{% +k 2r}
d) L={5+k-2r}0{% +k 2r}U{k 27}
2
e) L:{gw-;}
f) L ={41,81° + k-360°} U {138,19° + k - 360°}
g) L={-5+k mpU{5+k-m)
h) L={%+k-nju{f+k 7}
i) L={¥+k x|
j) L ={%115,5° + k- 360°}
k) L={5+Fk-7/2}
) L={7+k 3}
Aufgabe 1.5. 4 Mal.
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Aufgabe 1.6.

a) f'(z) = cos(x) — sin(x)

c) f'(x) = —sin(z) — 2tan?(z) — 2
, - 1
¢) fla)= cos(z) + 1

g) f'(z) =3tan?(3z) + 3

i) f'(z) = —3sin(x) cos?(z)

k) f'(z) =2cos(2x + 5)

m) f'(z) = sin(2?) + 22(x + 1) cos(x?)

Aufgabe 1.7. Hinweis: beniitzen Sie die Beziehung tan(x) =

Aufgabe 1.8.

1
a) t:y:—ix—i—l

Aufgabe 1.9.
Fﬁrxzi%%—kﬂﬁmi‘ckez

Aufgabe 1.10.
T T 57 51
1(6’ \/§+3)und 2(6’ \/§+3>

Aufgabe 1.11.

™
Fiir o = —
ur « 1

Aufgabe 1.12.

Fir o = % Ist das eine Uberraschung ?

Aufgabe 1.13.

b) t:y=-—

b) f'(z) = z(2cos(z) — zsin(x))

x — sin(z) - cos(x)

d) f'(z)=

22 cos?(x)

sin(x) + cos(z) + zsin(x) — z cos(x)

f) f'(z) =f'(z) =

2sin(z) cos(z) + 1

h) f'(z) = —3z?%sin(23)

J) @) =

—COSx(l/JC) + sin(1/z)

2

) f'(z) =—izsin (2)

—cos(x)

n) f(z)=

sin?(z)

sin(x)

cos(z)

T

Fiir o = sin~!(4/5) = 0,93 oder ungefihr 53,13°. Die Anlegestelle befindet sich etwa 3 km von

dem Punkt B entfernt.
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Aufgabe 1.14.
Der Winkel o = % entspricht einem Maximum der Funktion. Dann befindet sich das Minimum

am Rand der Definitionsmenge, in diesem Fall ist also o = g (Es ist zu Fuss schneller).

Aufgabe 1.15.

-1
Das Volumen ist Maximal fiir o = sin™* <\/§2 > 20,37 (oder 21,47°).
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Aufgabe 2.1.
a) Dy =R* S = {e}
b) D; =R* S = {1}
c) Dy =]4;+00] S = {e* +4}
d) D; =R* S = {&1}
e) D; =R S = {In(5) — 3}
f) D; =R S=o
g) Dy =]8/5;+00] S = {8/3}
h) Dy =] —00;0[UJ8/5;+00] S = {8/3}
i) Dj =R S = {101n(7)}
J) Dy =R S = {+VIn(4)}
Aufgabe 2.2.
| oy | Nullstellen | Vorzeichentabelle |
a) | ]—o0:1/2] r=14 | 0T ﬁ - 1(;
b) | ]0;+oo[—{1} keine
) |1-2:1] x=—-1/2
d) | 10;+oo0[— {e2) r=e?
e) | R v ==+l
f) | ] —o00;=1U[0;+00] keine
g) | R* r=-3
h) | R— {-3} keine
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Aufgabe 2.3.
. | o Nullstellen | f(x)
a) [ R keine 5e>*
b) | R keine 2ae”
c) eine — 3¢
d) | ] —o00;5/4] =1 A
o v 4r—5
1+5 2z — 1
_ . 1: —
e) | ]—o00;0[U]l;+o0] x 5 pu P
f) | R keine (22 — 1)el/®
g) | ]0;+00] r=e In(z)
3
h . . — 2
) | ]0;e[U]e;4o0] r=e (@) —1)2
i) | R r=In(2)und x =0 | (2% —3)e”
Aufgabe 2.4.
a)t:y=(e+3)x
Aufgabe 2.5.

a) K(10)=3,33 K(20) 25,48

K(30) 25,14 K(70) = 3,53

b) Die Lungenkapazitit ist am grossten im alter von 20,09 Jahren.

Aufgabe 2.6.

a) P(0;1) und Q(0;0)

Aufgabe 2.7.

a) 0" b) 0F
e) 0~ f) +oo
Aufgabe 2.8.

a) 0 b) e'/?
d) 0 e) In(3)

2" 2

c) —o©

g) +0o0

c) 1

f) —o0

b) P (1' ﬁ) und Q (%;61/2 — 2)

d) o*

h) 0F

ExrC
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Aufgabe 2.9.
a) e Df=R
e Ny =0
e HA:y=0

o fl(@)=—2x- e

o Max (0;1)

o y-Achsenabschnitt: y =1

Yy
100 e Ny={£V6}
e« HAR: y =0

5 3 4% e fl2)= 2z —3)(x4+2) 2
e Min (—2;—2¢%)

e Max (3;3e79)

o y-Achsenabschnitt y = —6

) e« D;=R
; Y e N;y={In(6)}
5 e HAL:y=0
| N o fl(x)=—2e"(e” — 3)
-3 -2 -1, 1 2 37 o Max (In(3);9)
-8

e y-Achsenabschnitt: y =5

a « Dj=R—{-2;2}
° Nf:@
e VA:z = -2 und

lim f(l’) =0T (Grenzpunkt (—27;0%))
z——27F

e VA: 2z =27 und

lim f(a;) =07 (Grenzpunkt (27;07))

T—2~
e HA:y=1
—4x 2
. Flp) = 2T 2/
0=

e Max (0 ; 6_1/2) und y-Achsenabschnitt
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e)

f)

g)

° Df:R*
« Ny={1/2}
e VA:2=0
« HAR: y =0
(=22 —1)(xz—1)

O

o Max (1;1/2¢7')  Min(—1/2;2¢'/?)

Dy=R—-{-1}
Nf =
VA: £ =—17 und

)

lim f(x) =0" (Grenzpunkt (—17;07))

r——1"

HA: y=1

oo [ —x(a®—2) x§i1
fl(z) = (M) e

Max (\3/5, 1,7) MID(O ; 1) und y-Achsenabschnitt

Dy=R

Ny ={0;-3/2}
VA: keine
HAR: y=0

F@) = (20 +3)(a +1) -

Min (—1;—e) Max(3/2;9e3/?)

y-Achsenabschnitt: y = 0

ErC
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Aufgabe 3.1.
a) 4z +c b) 32% + ¢ c) éx?’—kc
d)—i+c e) Vr+e f) 2° + ¢

212
g)%\/ﬁ+c:§x\/§+c h) 3Vz% + ¢ = 3aVa2? + ¢ i) 22* + ¢

Aufgabe 3.2.
Ja, da F'(z) = G'(x).

Aufgabe 3.3.

b) f(ac)zl—i—i2

a) f(x) =10x —3 .

Aufgabe 3.4.

)
a) F(m):m3+§x2—3m+c

c) F(z) = i 23:2 +c
e) F(z) = —éu T
g) F(z) = 4—10 (43:2 +3) +c

i) F(z) = g\/ﬁﬂ

k) F(z) = %ln(\&r—l— 1)+
m) F(z) = e* 1 + ¢

0) F(z) = %sin (32%) + ¢

Aufgabe 3.5.

a) f(z) =3 — 4z — 51 b) f(x)

241 1
- Qi@ =5

2
b) F(x) = §x3 —22% +¢

d) F(z) = ~(z+3)" + ¢

S

f) F(z) = 1

1
h) F(x) = %(w+3)\/$+3+c

§) Fla) = 2m(je]) +

(31:2 +JJ)4 +c

1) F(z) =€ +c
n) F(x) :2ln(|m2+:p—|—1|> +c

p) F(z) = (sin(x))* + ¢

1
:—§IE2+5$+2
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Aufgabe 3.6.
: : o () :
a) Weil man die Funktion nicht wie (@) schreiben kann.
u(z
b) a=5/4und b= —-5/4
c) F(z)=In|z? -2z — 3| +Zln\x+1| —Zln\x—3\+c
d) Zeigen Sie, dass F'(z) = f(x).
Aufgabe 3.7.
34 3
x
2 =921 b) 22| =27
a) 3, ) ’0
39 41
2
c) = 62 d) 327 _ 3
61, 3 20 [, 20
2 2 3 2
x 3. % _ “ —
e)?—a: +?—3x’0— 4 f) +u’_1—6
vt 30?2 | 2’ 3 174
RO ) h) L 4] =25
AV N ) 5 e
i) — cos(z) "—9 j) =sin(2z) ‘ =0
Aufgabe 3.8.
—(1—az)*)? 20z +1 17 14
1, 3 . 3
11 P2 1. /20 1, )
c)—;—i-@l—@ d)ism(x)‘ 258111(471')
_ 2 21 _—2u |2 6 —4
) l-29)V1—-=zx 1 ) e e et
3 N 2 |, 2 2
In(5) -3 " 9
g) — h) ——— | =—
3 4(22+1)% ], 16
Aufgabe 3.9.
F=65
Aufgabe 3.10.
256 253
= b) F = 222
AI=5 )T =1
Aufgabe 3.11.
a)a=4,b=c=0 b) Zeigen Sie, dass F'(x) = f(z) c) F=8—40e?
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Aufgabe 3.12.

a)F=9

Aufgabe 3.13.

g1

Aufgabe 3.14.
F =1n(2)

Aufgabe 3.15.
F=3

Aufgabe 3.16.

=10
F=3

Aufgabe 3.17.

1
b) F=_
)T =3

F=5V2—-126,07

Aufgabe 3.18.
a)k=6

Aufgabe 3.19.
a=22

Aufgabe 3.20.

_ 3
m=3

Aufgabe 3.21.
c=13

Aufgabe 3.22.
a=/3

Aufgabe 3.23.

a) V=557
c)V=_8r

10
e)vzgﬂ'

b) k=7 c) k=2 d) k=4
b) V =397
9
d)V:§7T
£) V = 20,55
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Aufgabe 3.24.
b) f(z) =4+vr? — 22 und Dy =[—r;7]

4
c)V=_nur
3

Aufgabe 3.25.

a) V=064r b) V = 167
¢) V= 162 dyv- >
= 1627 =57
)
e)V:§7T
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